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RÉSUMÉ. Le but de cet article est d'appliquer les travaux de Morris sur les séries d'Eisen- 
tein en caractéristique finie à l'étude asymptotique des points rationnels de hauteur bornée 
sur une variété de drapeaux généralisée obtenue comme quotient d'un groupe algébrique 
semi-simple au-dessus d'un corps global de caractéristique finie par un sous-groupe para- 
bolique réduit. La formule obtenue pour le résidu de la fonction zêta des hauteurs a une 
interprétation analogue à celle connue pour un corps de nombres. 
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Introduction 

La compréhension du comportement asymptotique des points rationnels de hauteur 
bornée sur les variétés presque de Fano au-dessus d'un corps de nombres a fortement pro- 
gressé ces dernières années notamment grâce à l'impulsion donnée par Manin (cf. |BM|, 
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|FMT|, |Pel |, | Sa | et |BT2|). Il serait naturel que le formalisme développé dans ce cadre 
s'étende dans une certaine mesure au cas des corps globaux de caractéristique finie. Il était 
donc tentant de chercher une formule pour le résidu de la fonction zêta des hauteurs poul- 
ies variétés de drapeaux généralisées sur un tel corps. Deux raisons motivent cet exemple ; 
tout d'abord de telles formules asymptotiques ont été obtenues dans des cas particuliers 
(cf. ISe3l §2.5 in fine], |Hs|), d'autre part le rôle joué par les travaux de Langlands dans la 
démonstration de ces formules asymptotiques pour les variétés de drapeaux sur un corps 
de nombres (|FMT|, [Pel |) peut être joué par ceux de Morris dans le cas d'un corps de 
fonctions global (cf. |Mol | et |Mo2|). 

Entre la première version de ce texte et sa soumission, d'autres auteurs ont fait pro- 
gresser cette extension au cadre fonctionnel du programme initié par Manin. D'une part, 
King Fai Lai et Kit Ming Yeung dans |LY|, écrit indépendamment de notre texte, se sont 
également intéressés aux variétés de drapeaux dans le cadre fonctionnel, sans toutefois 
donner d'interprétation de la constante, ce qui constitue le point crucial de notre travail. 
D'autre part D. Bourqui, a traité de manière complète le cas délicat des variétés toriques 
dans |BoûD, IBou2l et IBou3l . 

Ce texte est organisé de la façon suivante : dans la partie 1, nous fixons les notations et 
rappelons la définition de la fonction zêta des hauteurs, dans la partie 2 nous généralisons 
à la situation présente la définition de la mesure de Tamagawa associée à une métrique 
adélique et dans le paragraphe 3 nous énonçons le résultat dont la démonstration occupe 
l'ensemble de la dernière partie. 

Dans un souci de complétude, nous redonnons l'ensemble des constructions, bien que la 
plupart des notions soient strictement analogues à celles définies sur un corps de nombres. 
Les premières sections de ce texte contiennent donc des redites par rapport à IPell . 

1. Points de hauteur bornée 

Dans cette partie, nous transportons au cas d'un corps de fonctions global la notion de 
système de hauteurs connue sur un corps de nombres. 

1.1. Notations. Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes 

Notations 1.1.1. Pour tout corps F, on note F une clôture algébrique de F et F s la clôture 
séparable de F dans F. 

Si F est un corps de fonctions global, on note F q ^ le corps des constantes de F et M F 
l'ensemble des places de F. Pour tout p de M F , on note F„ le complété de F en p et F p 
son corps résiduel. Pour toute place p la norme | • | p sur F p est normalisée par la relation 

VxeF p , \x\ p = (JF p )-"pW 

où v p : F p — > Z est la valuation surjective en p et §A désigne le cardinal de A. On dispose 
donc de la formule du produit 

Va; G F, J| |z| p = 1. 

peM F 

Pour toute place p, la mesure de Haar dx p sur F p est normalisée par la relation 

/ d * P = L 

Je, 

On note c é la courbe projective et lisse sur F q ^ de corps de fonctions F, g F le genre de ^ 
et h F le nombre de classes de diviseurs de degré sur On identifiera M F aux points 
fermés de c é '. 

Nous omettrons F dans ces notations lorsque le corps global sera indiqué par le con- 
texte. 
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Si y est un schéma sur le spectre d'un anneau A et si B est une A algèbre commutative, 
alors y(B) désigne l'ensemble 

Hom SpocA (SpecS,r) 

et ~f B le produit 'V x SpcCj 4 Spec B. Si V est lisse sur un corps F, son groupe de Picard 
est noté Pic V, son groupe de Néron-Severi NS(U) et son faisceau canonique uj v . Le cône 
de NS(V) ® z R engendré par les classes de diviseurs effectifs est noté C eff (V). On note 
également V la variété Vp et V — V ps ■ 

Si n n'est pas divisible par la caractéristique de F, le faisceau étale sur V des racines 
ri-ièmes de l'unité est noté fi . Le faisceau constant Z/nZ est également noté et pour 
tout entier j strictement positif, /j® 3 désigne Zi® 3-1 ®/^ e t A*™ _J ' I e faisceau Hom(^® J , Z/nZ). 
Pour tout nombre premier l distinct de la caractéristique de F 

Hl t (V,Z t (j))= lim Hï t (V,nfJ) 

n 

et 

Hi(y,Q e (j)) = HUV,Z e (j))®Qt 
On note Br V le groupe de Brauer cohomologique de V défini par 

BtV = Hl(V,G m ). 

Si V est une variété sur un corps global F, V(A F ) désigne l'espace adélique associé 
tel qu'il est défini par Weil dans | We §1]. 

1 .2. Métriques adéliques et hauteurs. La notion de métrique adélique est une général- 
isation immédiate à notre cadre de celle décrite dans |Pe2;| pour un corps de nombres, 
elle-même inspirée de la notion classique de hauteur (cf. |La|, |Si|). 

Définition 1.2.1. Soit V une variété projective, lisse et géométriquement intègre sur un 
corps global F de caractéristique finie p. Soit L un faisceau inversible sur V et p une place 
de F. Une métrique p-adique sur L est une application associant à tout point x de V(F p ) 
une norme || • || sur la fibre L(x) = L x ® e F p de sorte que pour toute section s de L 
définie sur un ouvert de V l'application 

x i > ||»(x)|| p 

soit continue pour la topologie p-adique. 

Si p est une place de F et Y un modèle projectif et lisse de V sur alors à tout modèle 
Jzf de L sur "f on peut associer une métrique p-adique || • || p sur L qui est construite de 
la manière suivante : V étant projective, tout point x de V(F p ) définit un point x de "V et 
x*(J?) définit une ^ p -structure sur L(x) dont on choisit un générateur y ; || • || p est alors 
donnée par la formule 

Vyei, || tf || p = 

Une famille de métriques (|| • ||p) pe jv/ F sur L est a PP e lée métrique adélique s'il existe un 
sous-ensemble fini S de M F , un modèle projectif et lisse Y deV sur le complémentaire de 
S dans ^ et un modèle Jz? de L sur cet espace de sorte que pour toute place p de M F — S 
la métrique || • || p soit définie par ® e ^ & p . 

Par abus de langage, nous appellerons hauteur d'Arakelov sur V la donnée d'une paire 
H = (L, (|j • ||p) peM ) où L est un faisceau inversible sur V et (|| • ||p) peM une métrique 
adélique sur ce fibré. Pour tout point rationnel x de V la hauteur de x relativement à H est 
alors définie par 

H(x)= J] KaOU- 1 
où s est une section de L sur un voisinage de x, non nulle en x. 
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On note J4?(V) l'ensemble des classes d'isomorphisme de hauteurs d' Arakelov modulo 
la relation d'équivalence ~ engendrée par les relations de la forme 

(^(MI P W F )~(A(A p ||-|l P W P ) 

pour toute famille (A (J ) (jeM de nombres réels strictement positifs vérifiant npe&r \ = 
1. Si a; est un point rationnel et H une hauteur d' Arakelov, H(x) ne dépend que de la classe 
de H dans Jf(V). 

On dispose d'un morphisme d'oubli 

o : je(V)^NS(V). 

On appelle système de hauteurs une section H de l'application d'oubli. Un système de 
hauteurs H sur V induit un accouplement 

H : NS(V) ® C x V(F) -> C 

qui est l'exponentielle d'une fonction linéaire en la première variable et telle que 

VL g NS(V), Vx e V(F), H(L, x) = H{L)(x). 

Nous renvoyons à |Pe3 1 pour des exemples de hauteurs et de systèmes de hauteurs. En 
particulier pour tout morphisme cft : V — > W de variétés on a un diagramme commutatif 

jr(w) — ^ j?(y) 



NS(W) — — ► NSflO 
et si E/F est une extension de corps on dispose d'un morphisme de normes 

Si ffg est un système de hauteurs sur V E la hauteur induite H F est définie par le dia- 
gramme commutatif 

NS(V) > NS(Ve) 



où iV = [S : F]. 



1.3. Sous-variétés accumulatrices. Comme dans le cas des corps de nombres deux no- 
tions de sous-variétés accumulatrices apparaissent naturellement. 

Définition 1.3.1. Soit H une hauteur d' Arakelov sur une variété projective lisse et géométrique- 
ment intègre V au-dessus d'un corps global F de caractéristique p. Pour tout sous-espace 
localement fermé W de V et tout nombre réel strictement positif B, on pose 

n W ,H (B) - tt{ x G W(F) | H(x) < B }. 

Remarque 1.3.1. si H = (L, (|| • || p ) pe ^ ) avec [L] appartenant à l'intérieur de C eff (V), 
alors il existe un ouvert non vide U de V tel que riy H (B) soit fini pour tout nombre réel 
B. 

Définition 1.3.2. On note pour tout sous-espace localement fermé W de V 

a w (L) = lira log(n Wff (B))/ log(S) < +oo. 

Un fermé strict X de V est dit L-accumulateur au sens strict si et seulement si pour tout 
ouvert non vide W de K, il existe un ouvert non vide U de V avec 

a w (L) > a v {L) 
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Un fermé strict K de V est dit modérément accumulateur pour H si et seulement si, 
pour tout ouvert non vide W de K, il existe un ouvert non vide U de V tel que 

Ûm n WH (B))/n UH (B) > 0. 

1 .4. Fonction zêta des hauteurs. Contrairement au cas des corps de nombres, les métriques 
étant à valeur dans q z sauf pour un nombre fini d'entre elles, n u H (B) n'est plus asymp- 
totiquement équivalent à une fonction de la forme CB a (\ogB) h ~ 1 . Toutefois il est bien 
connu que l'objet naturel dans le cadre fonctionnel est la fonction zêta associée, et nous 
verrons plus loin qu'il est effectivement possible d'étendre à ce cadre les propriétés con- 
nues sur les corps de nombres. De manière plus précise, les travaux de Batyrev, Franke, 
Manin et Tschinkel, (|FMT §2], |BT1 1 et |BT3 1) ont soulignés l'intérêt de considérer les 
fonctions zêtas associées a un système de hauteurs et définies sur un ouvert du produit 
NS(V) <8> C. Nous en rappelons maintenant la définition. 

Définitions 1.4.1. Soit H un système de hauteurs sur une variété projective lisse et géométrique- 
ment intègre V au-dessus d'un corps global F de caractéristique p. Soit U un ouvert de V. 
La fonction zêta associée est définie par la série 

(1.4.D Cu, H ( s )= E 

xeu(F) 

où s désigne un élément de NS(V) <S> C pour lequel la série converge absolument. 

Nous réunissons maintenant quelques assertions sur le domaine de convergence des 
fonctions zêta. Ces assertions sont bien connues dans le cas de corps de nombres. 

Lemme 1.4.1. L'ensemble sur lequel Ç v H converge absolument est un ensemble convexe 
de NS(y) ® C et si s appartient à cet ensemble alors celui-ci contient 

s + iNS(F)(g)C. 

Démonstration. Ces assertions sont des propriétés générales des séries zêta. La convexité 
résulte de l'inégalité de Hôlder : en effet si (y H converge absolument pour 

s Q , Sl eNS(F)<g>C 

et si À , A 1 E R >0 avec A + A : = 1, alors pour tout sous-ensemble fini / de U(F), on a 

]r \h(\ s + vor 1 = £ ijt^o^)!-^!^^^)!-^ 

xei xei 

iei iei 
La seconde assertion résulte du fait que pour tout x de V(F) on a 

Vs g NS(V") (g) C, Vs 1 e i NS(V) ® R, \H (s + s x ,x)\ = \H(s ,x)\. 

□ 

Lemme 1.4.2. Si Pic(V) est de rang fini et si C eff (V) est un cône polyhédrique rationnel, 
c' est-à-dire s'il existe n 11 . . . , n rn dans NS(V^) tels que 

m 

Qff(^) = E R ^: 

i=l 

alors il existe un ouvert dense U de V tel que pour tout s de NS(V") ® C en lequel (y H 
converge absolument, s + C en {V) est contenu dans le domaine de convergence absolu de 
Cu,H- 
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Démonstration. Fixons des diviseurs effectifs D 1 , . . . , D m tels que 

m 

i=i 

et posons 

C/ = y-U^ 1 Supp J D i . 

Soit s i une section de [DJ correspondant à D i pour 1 ^ i ^ m. Soient s un élément de 
NS(V) (g)C en lequel Ç v H converge absolument et s' un élément de C eff (V) f~lNS(V) ® Q. 
Il existe un entier A strictement positif tel que As' puisse se mettre sous la forme 

m 
i=l 

avec n t G Z >0 pour l^i^m. Soit (L, (|| • || p ) peMj J un représentant de iï(E™ î n i[AD- 
Comme Pic(V) est de rang fini, on peut supposer, quite à augmenter A, que la classe de 
L coïncide avec celle de Y^ILi n J-f J dans Pic V. Le produit tensoriel 0™ 1 s™* définit 
alors une section s de L. Pour tout place p de F, la fonction 

x h-> ||s(a;)|| p 

est continue et admet un maximum B p . En outre si S est une partie finie de M F et V (resp. 
jSf) un modèle de y (resp. L) sur ^ — S de sorte que les mestriques || • || soient définies 
par ££ en-dehors de S ; alors, quitte à augmenter S, on peut supposer que s provient d'une 
section s de Jz? . Pour toute place p dans M F — S, tout point ir de V(F p ) correspondant à 
un point x de "¥{GS), soit y un générateur de à;* (Jz? ). On a alors la relation 

ll»(*)llp= — 
Va P 

mais, comme s provient de s, on a que s(x) appartient à u Q & p . Donc B p ^ 1. 

Si U(F) = 0, alors le résultat est évident. Dans la cas contraire, soit x G U(F) pour 
presque toute place p de F on a ||s(x)|j p = 1, par conséquent B p = 1 pour presque toute 
place p de F. Mais alors 

VzeI/(F), H(\s',x)= H IlsOr)!!- 1 ^ JJ S" 1 > 0. 

p£M F peM F 

Autrement dit la fonction x H(Xs', x) est uniformément minorée sur U(F). On obtient 

£ i^s+Asor 1 ^ £ liïMi- 1 ^',*)- 1 

x6C/(F) xeU(F) 

> f n s p) c^w- 

\p£M F / 

La série définissant (y H converge donc absolument en tout point de 

s + C eff (V) DNS(V) ® Q 

mais l'enveloppe convexe de ce cône est s + C eii {V) et le résultat découle du lemme 
précédent. □ 

Lemme 1.4.3. Si L est un faisceau inversible très ample sur V et N la dimension de 
r(V, L), alors pour toute hauteur H de la forme (L, (|| • ||p) pe M F ) et tout e > /a série 
Exev(F) H(x)- N - £ converge. 
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Démonstration. Soit s x , . . . , s N une base de r(V, L). Le système de métriques définie par 

VpeM F , Vx£V(F p ), VyeL(x), \\ y \\' = sup 

est une métrique adélique sur L. On note if' la hauteur (L, (|| • ||p) pe A/ )■ P° ur presque 
toute place p de F, || ■ || p coïncide avec || ■ |L. Il existe donc une constante C > telle que 

Il suffit donc de montrer le résultat pour H'. Mais 

où H-p N -i est la hauteur usuelle sur P w_1 . Or il résulta de HSe3l theorem, p. 19] qu'il 
existe une constante C telle que 

l{x G P"-^) | H pN ^(x) = q d } < C(q d ) N 

Par conséquent 

J2 H pN ^( X )- N -^cj2(i d r N - e q dN □ 

iêP"- 1 ^) a 

Pour terminer, nous allons énoncer une condition qui implique trivialement la périodic- 
ité la fonction zêta des hauteurs 

Définition 1.4.2. Dans la suite, nous dirons que le système de hauteurs H vérifie la con- 
dition (P) si et seulement si pour tout élément L de NS(V), il existe un représentant 
(L, (|| • || p ) pe jv/ ) de H(L) dont les métriques sont toutes à valeurs dans q z . 

Remarque 1 .4.4. Il résulte des définitions que les fonctions ( {J H sont alors périodiques de 
groupe de périodes contenant 2iir/ \og(q) NS(V). 

2. Mesures de Tamagawa 

2.1. Quelques hypothèses sur les variétés. Dans ce paragraphe, nous allons préciser 
quelques hypothèses sur les variétés qui nous permettront de définir la mesure de Tam- 
agawa associée à une métrique adélique sur le faisceau anticanonique. Les hypothèses 
géométriques sont automatiquement vérifiées par une variété de Fano sur un corps de car- 
actéristique 0. En l'absence d'un théorème d'annulation de Kodaira cela n'est toutefois 
plus le cas en caractéristique finie. 

Hypothèses géométriques 1. Dans la suite V désigne une variété projective lisse et géométrique- 
ment intègre sur un corps global F de caractéristique p finie vérifiant les assertions suiv- 
antes : 

(i) la classe du faisceau anticanonique uiy 1 dans NS(V) ® R appartient à l'intérieur 
du cône C eB (V), 

(ii) les groupes de cohomologie H l (V, ff v ) sont nuls pour i = 1 ou 2, 

(iii) le groupe Pic(V s ) est un Z-module libre de rang fini et coïncide avec Pic V , 

(iv) le cône C ùff (V) est polyédrique rationnel, c'est-à-dire qu'il existe m 1 , . . . , m 
dans Pic(V) tels que 

r 

c eff (^) = E m i< 
t=i 

(v) si £ est un nombre premier distinct de p, la partie ^"-primaire de Br V est finie. 
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Remarque 2.1.1. Si V est F s -rationnelle alors la première assertion de i fiïïl et (|v|l sont 
vérifiées. En effet, par ICTSI appendice 2. A], si V est i^-rationnelle alors Pic(V s ) est 
stablement isomorphe à Z et donc libre de rang fini sur Z et par |Gr2, corollaire 7.5], la 
partie ^-primaire du groupe de Brauer esy un invariant birationnel des variétés propres et 
lisses, ce qui implique la trivialité de ce groupe si V est F s -rationnelle. 

Dans la suite nous supposerons également que la variété V vérifie la condition suivante : 

Hypothèse arithmétique 2. L'ensemble V(F) des points rationnels de V est dense pour la 
topologie de Zariski. 

2.2. Ensembles de mauvaises places. Comme dans le cas des corps de nombres, les fac- 
teurs de convergence qui apparaissent naturellement sont les facteurs locaux de la fonction 
L associée au groupe de Picard géométrique de la variété. Le choix de ces facteurs est 
justifié par les arguments de descente qui les font apparaître dans le passage aux torseurs 
universels (cf. | Sa | et | Pe2 1). Mais pour montrer la convergence des mesures de Tamagawa, 
il faut comparer ces facteurs locaux à ceux donnés par le deuxième groupe de cohomologie 
^-adique, ce qui est rendu possible par le lemme suivant : 

Lemme 2.2.1. Sous les hypothèses du narasraDhe \2.1\ il existe un ensemble fini de places 
S et un modèle projectif et lisse "V de V sur c ê — S dont les fibres sont géométriquement 
intègres et tel que pour toute place p en-dehors de S, 

- Il existe un isomorphisme de Pic(V) sur Picf^p ) compatible avec les actions des 

p 

groupes de Galois, 

- Pour tout nombre premier £ distinct de p, la partie i-primaire du groupe Br(^p ) 
soit finie. 

Démonstration. La variété V étant projective, on la plonge dans un espace projectif P^. 
Soit "F l'adhérence de V dans Pâ». Comme V est lisse et géométriquement intègre, il 
existe par |EGA, IV 6.8.7 et 9.7.7] un ensemble fini S de places tel que y — S soit 

lisse à fibres géométriquement intègres sur c é' — S. 

Par hypothèse, Pic(V) est un Z-module libre de type fini qui coïncide avec Pic(T^ s ). Il 
existe donc une extension galoisienne finie E de F telle que V(E) ^ et 

Pic{V E ) Pic(F). 

On ajoute à S les places qui se ramifient dans l'extension E/F et on note S E l'ensemble 
des places de E au-dessus de S. Soit ^ une place de E en-dehors de S E , soit 6^ le 
complété d'un hensélisé strict de et Fr(^îp) son corps des fractions. Le schéma 
étant lisse, l'application canonique 

Pic^-PicO^) 

est un isomorphisme. Comme, par hypothèse, Pic(V B ) est isomorphe à Pic(V r ) et donc à 
NS(V) et que le groupe de Néron-Severi ne change pas par extension de corps algébrique- 
ment clos, l'application 

Pic(F E )^Pic(^ ) ) 

est également un isomorphisme. Considérons alors la composée des morphisme naturels 

(2.2.1) Vic(V E ) ^ PMV^j) Pic 0^) - Pfc(*V„) 

Par hypothèse, H t (V, V ) = pour i = 1 ou 2. Par le théorème de semi -continuité (cf. 
|Ha theorem III. 12.8]), on peut, quitte à augmenter S, supposer que H % ^f- e ) est 

*" ... p F p 

nul pour i = 1 ou 2 et p G M F — S. Il en résulte que £P(T^p , ) est trivial pour 

p f p 

i = 1 ou 2. Par |Grl corollaire 1 de la proposition 3] la flèche de droite dans ( 12.2. Il est 
également un isomorphisme. On obtient ainsi l'isomorphisme recherché. 
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En ce qui concerne la seconde assertion, le corang ^-adique de BitY^ ) coïncide, 

p 

d'après 1Gr3l corollaire 3.4] avec la différence entre B 2 , le deuxième nombre de Betti 

£-adique de Y^ et p le rang du groupe de Picard de . Par ce qui précède p est égale- 
p ^ p 

ment le rang de Pic V et par | Sel , page 19-02] B 2 coïncide avec le deuxième nombre de 
Betti de V. Par hypothèse la partie ^-primaire de Br(V) est finie et B 2 = p. □ 

Convention 2.2.1. Dans la suite de ce texte, les paires (S, ~f) considérées avec S un en- 
semble fini de places de F et Y un modèle de V sur — S vérifient les conditions du 
lemme. 



2.3. Mesures locales. Dans ce paragraphe, nous associons à toute métrique adélique (|| • 

llp)peM F suroy 1 des mesures u p sur V(F p ). 

Définition 2.3.1. Soit p une place de F et || ■ |L une métrique p-adique sur ujy 1 . Si x 
appartient à V(F„), on choisit des coordonnées locales définissant un 

morphisme de F variétés / d'un ouvert de Zariski U de V dans Ap et induisant un iso- 
morphisme analytique pour la topologie p-adique d'un ouvert W de V(F p ) sur son image. 
Le morphisme de faisceau cohérent 

: /*(^aj/_f) u u/F 
induit un isomorphisme de faisceau pour la topologie p-adique 



Mfr 1 ■■ f 



qui permet d'identifier g^- 
alors définie par la relation 



A 



c)x , 



f(W) W 

avec une section de wî 



Sur W, la mesure est 



dx 1 



d 



àx 



1,9 



. dx 



où dx i p désigne la mesures de Haar normalisée sur F p . 

Si x lt . . . , x n et x'i , . . . , x' n sont deux systèmes de coordonnées définies sur un même 
ouvert W et correspondant à des fonctions 

f,f':U^ A F 

Soit $ l'isomorphisme analytique 

for 1 :f(W)^f'(W) 

On a alors la relation 



Jac,(4)-'A A 



dx„ 



et par |We] §2.2.1], on a 
On en déduit les égalités 



■àx' = \Jae x ($)\ àx, ...dx 



n , p 



d 

dx[ 



dx' 



dx' l p . . . dx[ 



n , p 



d 
dx 1 

d 
dx 1 



d 

dx n 

d 

dx„ 



. dxi 



n .p 



d.r 



i.p 



. dx 



n,p ' 



Les mesures obtenues se recollent donc pour former une mesure borélienne u) sur V(F ). 
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2.4. Lien avec les densités locales. Dans ce paragraphe, nous allons faire le lien pour 
p G M F — S entre le volume uj p (V (F p )) et la densité locale en p définie par 



d (V) 



(|F/ imr 



La démonstration suit celle de Ë£] §2.2.1], llPëïl §2.2.2] et ËD theorem 2.13]. 
Lemme 2.4.1. Pour presque toute place p de M F — S, on a : 

" P (V(F p )) = d p (V). 

Démonstration. Soit n la dimension de V . Fixons un plongement $ : V — > P F et 'f 
l'adhérence de V dans P^. Par le critère valuatif de propreté, on a une bijection de V(F„) 
sur y(€? v ) qui induit pour tout m des applications surjectives 

n m :V(F p )^Y(û p /p m )- 

On note [x] m = ir^ 1 (ir m (x)) pour tout x de V(F p ). Soit / le faisceau d'idéaux défini 
par V et celui défini par "V . En dehors d'un nombre fini de places, le schéma "f e est 

lisse et le faisceau (A"fiL m ) v est un modèle de u)7r. On peut donc supposer que la 

métrique || ■ || p est définie par ce modèle. Par |Ha, theorem 8.1, theorem 8.13], on a des 
suites exactes de faisceaux 

et 

J/ J 2 fti.„ /F ® ^ y f^ /J? -> 0. 
Sur l'ouvert "V i défini par A ; 7^ 0, on obtient des suites exactes 

(2.4.1) <?IJ* r ^Ç£ G 

et en notant V i = "% / iF qu'on identifie avec son image U i dans A F +1 , 

(2.4.2) J/jf Vi i> G Vi dX j ^ n]j JF -» 

Par conséquent pour presque toute place p de M F , on a 

(2.4.3) V* £ Vyeùv 1 ^), ||y|| p = inf ^(dX . ) A • • • Ar^dx, ))| 

Notons l'isomorphisme de V i sur Î7-. On peut en outre supposer que p vérifie les 
conditions I et II de |We] page 19] pour la famille (/ i )o<i<A r +i- Soit x G V(F p ) et 
(x : ... : x N ) des coordonnées homogènes pour Q(x). Après permutation des coordon- 
nées et multiplication par un scalaire, on peut supposer que x = 1 et x±, . . . , x n G 6 p . 
Le point x provient alors d'un élément x, de ^/ Q (û p ). Par |We theorem 2.2.3], l'ensemble 
[x] 1 coïncide avec 

{(1 : x' x : ... : x' n ) G V(F p ) \ x\ G x i + p} 
On peut, à permutation des coordonnées près, supposer par J2.4.H que e x est iso- 
morphe à © i=1 G -y dX { . La famille (X 1 , . . . , X n ) constitue alors un système de co- 
ordonnées locales au voisinage de x. Par |We page 22] ce système s'étend à [x] 1 et induit 
un difféomorphisme de [x) 1 sur (x 1 , . . . , x ) + p™ et l'isomorphisme entre SlL , e et 

©™=i x^X j s'étend également à [x] 1 . Par conséquent J2.4.3I > se réécrit alors 



g A ... A _JL 

8Xj /x /x 9^ 
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et sur la mesure uj p coïncide avec 

dX lp . . . dX n p . 

On obtient donc 

« P (Ni)=/ àx 1>p ...dx n<p = Wp n - 

J(x 1 ,...,x n )+p n 

En somman sur i / {F p ), on obtient la formule du lemme. □ 

2.5. Facteurs de convergence. Comme dans [Pel §2.2.3], nous allons maintenant appli- 
quer les conjectures de Weil démontrées par Deligne pour obtenir des facteurs de conver- 
gence. 

Définition 2.5.1. Pour tout p G M F — S, on note Fr p le morphisme de Frobenius sur F p 
défini par x ^ x^ F f . La suite exacte 

- I p - Gal(F p /F p ) - Gal(F p /F p ) -> 

où I p désigne le groupe d'inertie en p et l'inclusion canonique du groupe Gal(F p /F p ) dans 
Gal(F/F) définissent une action de Gal(F p /F p ) sur (Pic(V)) 7 i> . On note également Fr p 
le morphisme de Frobenius induit sur (PicfV)) 7 » . Le terme local de la fonction L associée 
à Pic(V) est alors défini par 

LJs,Pic(V)) = - =— r 

P Det(l - flF p - s Fr p | (Pic(F)) J P <g> Q) 

Proposition 2.5.1. Pour toute place p de M F — S, le terme L p (l, Pic(y)) est bien défini 
et le produit 

d p (V)_ 
p Èm f £p(l,PicCT)) 

est absolument convergent. 

Démonstration. Par la démonstration du lemme l2~2.il il existe une extension galoisienne 
finie E de F telle que Pic(V E ) Pic (F). L'action de Gal(F/F) sur Pic (F) se fac- 
torise donc par Gal(E/F) et pour tout p G M F , on a que (Fr p )\- E:F ^ agit trivialement sur 
Pic(V) / i j . Les valeurs propres de Fr p sont donc des racines [E : fj-ièmes de l'unité et 

Det(l - $F p s Fr p | (Pic(F) 7 > ® Q) 

est non nul ce qui montre la première assertion. 

Par la formule de Lefschetz (cf. |Se2|) on a pour toute place p en-dehors de S et tout 
nombre premier £ distinct de p, 

2n 

$Y(F p ) = £(-iyTr(Fr p | B^p^Q*)) 

i=0 

où n désigne la dimension de V et Fr le Frobenius géométrique. La variété étant 
lisse, projective et géométriquement intègre, on a un isomorphisme canonique 

D'autre part les suites exactes de Kummer 

où r est positif induisent des suites exactes 

o - ni , Z € (l)) - T,(Pic(rp p )) -> 

et 

-> Pic(r F ) ® -» fl*^ , Z,(l)) - T,(Br(r F )) - 0. 
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Mais il résulte du lemme l2~2. li gue les modules de Tate 

r,(Pic(r F)j )) = HmPicO^)^ 

n 

et 

T,(Br(r Fp ))= limBr^)^ 

n 

sont tous les deux nuls. On obtient donc la trivialité du groupe H^fp ,Q £ (1)) et un 
isomorphisme 

flft(^F,,»Q<(l))^Pic(^)®Q< 

qui, par dualité de Poincaré, entraîne la trivialité de ff ét ™ _ (^p > ) et induit un isomor- 
phisme 

^- 2 (r Fp ,Q,(n-l))^(Pic(r Fp )®Q,) v . 
Or pour toute paire d'eniers i et j, on a 



Tr(Fr p | = Tr(Fr p | fl*^ ,Q,). 



Par conséquent 



d p (V) = 1 + -L Tr(Fr p | Pic(^ F ) ® Q,) + £ i-^ Tr(Fr p | , Q,)). 

H p i=o w p 

Mais par la conjecture de Weil démontrée par Deligne sur les valeurs propres des endo- 
morphismes de Frobenius |Del theorem 1.6], on a des inégalités 

| Tr(Fr p | fl*^ , Q t ))\ < Wf dimffj^ , Q,). 

Or le i-ième nombre de Betti étale dim H^Yp , Q e ) est constant sur les places p de bonne 
réduction (cf. ISell page 19-02]) et donc 

d * (v) = 1 + Tr(Fr > 1 Pic(r ^ } ® Q) + ° (jï^J 

D'autre part les valeurs propres de Fr p sur Picf^p ) qui est isomorphe à Pic(V E ) étant 
des racines de l'unité, on a également 

Det^F, 1 Fr p | Pic^ ) ® Q) = 1 + -L Tr(Fr p | Pic(t ¥p ) ® Q) + O 
et il en résulte que 

dJV) 1 

L P (i,Pic(^)) 

et le produit de ces termes converge absolument. □ 
Définition 2.5.2. Pour toute place p de F, on pose 

A p =L p (l,Pic(F)). 
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2.6. Mesure de Tamagawa. Afin de normaliser le mesure nous aurons besoin de prendre 
le résidu de la fonction L associée à Pic V et donc du lemme suivant : 

Lemme 2.6.1. Le produit eulérien 

[] L p (s,Pic(V)) 

peM F 

converge absolument pour Re s > 1 et définit une fonction L(s, Pic(V)) qui se prolonge 
en une fonction rationnelle de q~ s sur C avec un pôle d'ordre t = rgPic(V) en s = 1. 

Démonstration. La convergence pour Rc s > 1 résulte de la définition et du fait que les 
valeurs propres du Frobenius agissant sur Pic(V) sont des racines de l'unité. 

Soit Fr ? l'élément du groupe G&\(F / F) envoyant x sur x qp . La fonction L est alors 
donnée par le produit eulérien 

L( s ,Pic(F)= [] irn — = — 

xe v m Det(l - H*)" 8 K F qF I PicOO ® Q) 
où 'if ( ) désigne l'ensemble des points fermés de 'H? et k(x) le corps résiduel en x. Notons 

( a i)iei l es va l eurs propres de Fi q ^ agissant sur Pic(V) ® Q et (m i ) ieI leurs multiplicités. 
On obtient 

L( S ,Pic(F))=n n 



= l[Z(%q- s a i ) 

i£l 

où Zfâ, t) est la fonction zêta de fé 7 définie par 



\n>0 / 

Par le théorème de Weil Zfâ, t) est une fonction rationnelle de t avec un pôle d'odre 1 en 
t = q^ 1 . De manière plus précise, on a en fait 

Det(l-lPr | «■>(«■, )) 

(1-«)(1-^) " 

Ceci implique la deuxième assertion. □ 

Définition 2.6.1. On considère la mesure de Tamagawa 



u H = (lim( S - !)«£(,, Pic(^))) (gp _l dimV n V 1 ' 

If peM F 

et le nombre de Tamagawa de V relativement à la hauteur H est défini par 



où V(F) désigne l'adhérece des points rationnels de V dans l'espace adélique V(A F ). 



3. Présentation du résultat 

3.1. Facteurs a(V) et (3{V). Nous allons maintenant définir l'analogue de la fonction 
caractéristique \c (v)> c l u ^ remon te à IIK5I . et qui fut introduite dans le contexte des con- 
jectures de Manin par Batyrev et Tschinkel dans IIBT1I . Cette analogue est fourni par le 
facteur local de la fonction L de Draxl associée au cône effectif (cf. |Dr|). 
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Définition 3.1.1. Soit M un Z-module libre et C un cône rationnel polyédrique strictement 
convexe de M ® R ; c'est-à-dire qu'il existe une famille finie (m i ) 1<i<r d'éléments de M 
telle que C — J2l=i ^->o m i avec @ n — C = {0}- O n note C V I e cone dual défini par 

C v = { y G (M ® R) v | Vx G C, (x, y) > } 
o 

/ — \ 

et on pose pour tout s e C + iM, 

L q (s,M,C) = ]T q- { ^. 

y ec v nM v 

o 

/ — \ 

Par définition du cône dual cette série converge absolument sur le cône ouvert C + iM 
et si m appartient à l'intérieur de C, la fonction qui à s associe L q (sm, M, C) a un pôle 
d'ordre rg M en s = 0. 
On pose 

a*(V) = (logç)* lim(.s - l)*^^ 1 , PicfV), C eS (V)) 
où £ désigne le rang de Pic(V) et 

{ ' (t-1)! 
Enfin, comme Batyrev et Tschinkel, on pose 

/3(y) = i^ 1 (F,Pic(F)) 
bien que ce terme soit trivial dans les cas considérés ici. 

Remarque 3.1.1. La fonction L q (s,M,C) est périodique de groupe de période contenant 
(2-7tî/ logç)M. Il résulte de la définition que a*(V) dépend du réseau Pic(V), du cône 
C eB (V) et de l'élément ujy 1 mais est indépendant de q. 

Notation 3.1.2. La fonction caractéristique du cône C eff (V) est définie par 

° , 

V S GC eff (n X Cdl(v) (*) = / e-^d». 

Définition 3.1.3. Si / est une fonction méromorphe sur un ouvert d'un C-espace vectoriel 
W, nous dirons que / admet une expression rationnelle en des puissances de q s'il existe 
une base (Xj)i<j<„ de W y et une fonction rationnelle 

ReC(T l7 ...,T n ) 

telle que pour tout s en lequel / est défini on ait 

f(s) = R(q^°\...,q^). 

Proposition 3.1.2. Avec les hypothèses précédentes, la fonction L q (-,Pic(V),C eB (V)) 
admet une expression rationnelle en des puissances de q et 

&*{V) =Xc eff (v)( w y 1 ) G Q*- 

Remarque 3.1.3. La raison pour laquelle nous avons substitué L q à \c ff (v) dans ce cadre 
est, qu'étant péridique comme la fonction zêta des hauteurs lorsque le système de hauteurs 
vérifie la propriété (P), L q (-, Pic(V), C ef{ (V)) devrait avoir même lieu singulier que H 
au voisinage de ujy 1 + i Pic(V) <g> R. 
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Démonstration. Rappelons qu'un cône G de M <g> R est dit régulier s'il est de la forme 

r 

i=i 

où (TOj)i<j< r est une famille libre de M. Plaçons-nous tout d'abord dans le cas où G est 
une cône régulier d'intérieur non vide. La fonction L q (-, M, G) s'écrit alors 

n 

L q (s,M,C) = l[(l- q ^)^ 
t=i 

et la première assertion est immédiate. En outre, si s = J27 =1 s i m i alors par IBT1I propo- 
sition 2.4.5], on a l'égelité 

x w=nf 

i=i * 

la deuxième assertion en découle aussitôt. Dans le cas général (cf. IQdâl p. 23]), on écrit 
G v comme support d'un éventail régulier £, c'est-à-dire que S est un ensemble de cônes 
polyédriques rationnels strictement convexes de M v ® R tels que : 

(i) si cr G S et si cr' est une face de cr, alors cr' G £, 

(ii) si cr, cr' G S, alors cr n cr' est une face de a et de cr'. 

(iii) C V = U CT£S cr, 

(iv) tout cr de S est régulier. 

Alors si on note £W l'ensemble des éléments de S de dimension i et n = dim M, on a les 
égalités : 

L g ( Sl M,C)= ]T £ 9 (s,M,cr v ) 

et 

X C ( S ) = *c( s ) 

et les deux assertions résultent du cas précédent. □ 

3.2. Expression de la constante. Nous allons maintenant définir la constante qui apparaît 
comme résidu de la fonction zêta des hauteurs. 

Définition 3.2.1. On pose 

6* H (V) = a*(V)p(V)T H (V) 

et 

e H (V)=a(V)(3(V)r H (V) 

3.3. Géométrie des variétés de drapeaux généralisées. Dans la suite nous nous intéres- 
sons à la situation suivante : 

Notations 3.3.1. Dans la suite G désigne un groupe algébrique linéaire lisse semi-simple et 
connexe sur F, P un F-sous-groupe parabolique lisse de G. On note V le quotient P\G et 
7r : G — > V la projection canonique. Par |BoTi2 proposition 2.24], le revêtement universel 
G de G est défini sur F. Quitte a remplacer G par G et P par son image inverse dans G, 
on peut donc supposer que G est simplement connexe. 

Pour tout groupe algébrique linéaire H sur F, on note Lie(iJ) l'algèbre de Lie restreinte 
de H, âlH son radical et M H son radical unipotent. Le groupe des caractères de H sur 
F est défini par : 

X*(H) F =Kom SpecF (H,G m , F ) 
et le groupe de cocaractères par 

^( J ff) i? =Hom SpecF (G mjF , J ff). 
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On note P Q un F-sous-groupe parabolique lisse minimal de G contenu dans P. On note 
T un tore maximal de ifO et S sa composante scindée. On a donc les inclusions 



On fixe également un sous-groupe de Borel B de G s tel que fcfic P§ . 

On note $ (resp. F <î>, <£>+, F <£> + ) les racines de T s (resp. S, T s , S) dans G s (resp. G, B, 
P ), A le base de $ associée à $ + et F A celle de F <1> correspondant à F $ + . L'application 
de restriction de T à S 1 induit une application 



(cf. |Bo §21.8]) dont l'image contient F A. le groupe de Weyl de $ (resp. F <1>) est note 
W (resp. F W). Pour tout a de A (resp. F A), on note ù la coracine correspondante et w a 
le poids fondamental associé. 

Pour tout partie J de F A, on note F Wj le sous-groupe de F W engendrépar les s a , 
pour a G J et F P 7 le F sous-groupe parabolique 



On obtient ainsi une bijection entre les parties de F A et les F sous-groupes paraboliques 
de G contenant P n avec 



Il résulte du théorème de Rosenlicht, |Ro, theorem 3] que F[G]* /F* est isomorphe au 
groupe X*(G) F et donc trivial et de |San lemma 6.9 (iii)] que Pic(G) est nul puisque G 
est supposé simplement connexe. On a donc un isomorphisme canonique 



qui peut être décrit de la manière suivante : si x est un caractère de P sur F, x peut être vu 
comme fibré en droites sur Spec F muni d'une action de P et comme fibré en droites sur 
V, <f>(x) es t défini comme le produit restreint G x p x- Autrement dit 4>(x) est la classe du 
faisceau L défini par 



T(U,L X ) = {/ g IXtt- 1 ^),^) I Vy G tt" 1 ^)^), Vp G P(F), f(pg) = X (p)f(g)} 



Par | Pel lemme 6.2.10], l'image de X*(P) Fs dans X*(T) ps coïncide avec le sous 
réseau engendré par la famille (^ a ) a&/ \-i et I e cône des diviseurs effectifs est donné par 



ScTcP n CPcPcG. 



j : A F A U {0} 



P 0F WjP . 




: X*(P) F ^ Pic(y) 



q£A-/ 

L'image de X* (P) F dans X* (T) p3 a donc pour base la famille 




et C eS (V) est donné par 



(3.3.1) 




ae F A- F I 
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Pour tout J C F A, on note F r 7 le radical de Lie( F Pj) et on pose r = F x j. La 
représentation adjointe définit une action de P sur r et le fibré cotangent £ly/ F est isomor- 
phe au fibré G x p r associé. En prennt les puissances extérieures maximales, on obtient 
que 

</>(det r) =u) v . 

On note 

p P = -dette X*(P) F <g Q 

L'image de p P dans par la restriction coïncide avec la demi-somme des racines 

de S comptées avec des multiplicitées égales à la dimension de leur espace propre dans r. 

Notons en outre que tout choix de bases des sous-espaces propres de F r pour l'action 
de S définit un isomorphisme de F-espace vectoriel dct r F et donc un isomorphisme 

L 2p p ■ 

O 

Remarque 3.3.1. Il résulte des descriptions de C eff (V) et de uj v que uj v <G C eft (V) et V 
vérifie l'hypothèse (i) des hypothèses géométriques ainsi qu l'hypothèse (iv). L'hypothèse 
(ii) résulte de |Ke p. 575] et, du fait que P est supposé réduit, la condition (iii) résulte de 
la description du groupe du Picard et la dernière du fait que V est rationnelle. La variété 
vérifie donc l'ensemble des hypothèses géométriques. 

3.4. Hauteurs sur les variétés de drapeaux. Comme dans |FMT|, nous allons tout d'a- 
bord nous restreindre au cas des hauteurs définies par des sous-groupes compacts maxi- 
maux. Le but de ca paragraphe est d'en rappeler la construction. 

Notations 3.4.1. Par la décomposition d'iwasawa (cf. ITitl §3.3.2]), Il existe pour toute 
place p de F un sous-groupe compact maximal K p de G(F p ) tel que 

(3.4.1) G(F p ) = P (F p )K p . 

En outre si 'S est un modèle de G sur un ouvert de C, alors par [Tit §3.9.1], on peut 
supposer pour presque toute place p de F que 

On pose K = YlpeM ^ p ■ ^ >om tout caractère x de P, pour toute place p de F, on consid- 
ère la métrique || • || p sur £ définie de la manière suivante : si U est un voisinage ouvert de 
x, s une section de L x non nulle en x et s l'élément de r(7r — 1 (U), Û G ) qui lui correspond, 

VfceF p , n(k)=x^\\s(x)\\ p = \s(k)\ p . 

L'existence d'un tel k est assuré par 13.4.111 . et le terme de droite est in dépendant de k 
puisque pour tout morphisme continu de P(F p ) n K p dans R >0 est trivial. 

Le système de métriques (|| • \\ p ) pe M F ams i défini est bien adélique. En effet soit & 
l'adhérence de P dans Sf. Quitte à augmenter S, on peut supposer que 9* est un sous- 
groupe parabolique de 5f sur C — S et le quotient 3?\S , bien défini par |Dem, proposition 
1.2], fournit un modèle Y de V sur C — S. On considère alors le faisceau _S? sur "V défini 
par 

T{%J? X ) = { / e r( 7 r- 1 (^, 0^) | v. g g n-\W)(F),\ip e P(F)J(pg)=x(p)f(g) } 

pour tout ouvert % de "f . Quitte à augmenter S, on a que est un fibré en droites et 
un modèle de L % et pour tout p e M F - S tel que K p = ^{& p ) et tout x de V(F p ) se 
relevant en un élément k de K p , la ^-structure de L (x) définie par L x est induite par la 
û -structure de ff G {c) induite par û 9 , ce qui mongtre que || • || coïncide avec la métrique 
définie par jSf . 
L'application 

(L x ,(\\ ■ || p )peAf,) 
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définit un système de métriques adéliques sur V qui vérifie de surcroît la propiété (P). Nous 
noterons H K ce système de hauteurs. Nous omettrons K dans cette notation lorsqu' aucune 
confusion ne sera possible. 

3.5. Enoncé du résultat. Nous pouvons maintenant énocer notre résultat proncipal : 

Théorème 3.5.1. Avec les notations qui précèdent, la fonction zêta des hauteurs Cv h k ( s ) 
converge absolument pour 

o 

s e Uy 1 + C ee (V) + i Pic V <g> R 

et sétend à Pic V ® C en une fonction méromorphe qui admet une expression rationnelle en 
des puissance de q. En outre la fonction méromorphe sur C qui à s associe Cv h k ( sa V ) 
a un pôle d'ordre t = rg Pic V en s = 1 avec 

iim( s -i) t c v> ^( s ^ 1 ) = r(y). 

s — >1 K 

4. DÉMONSTRATION DU RÉSULTAT 

4.1. Fonction zêta et séries d'Eisenstein. Comme dans | FMT §2], la démonstration est 
basée sur le fait que la série zêta des hauteurs coïncide avec une série d'Eisenstein, ce qui 
permet d' appliquer les résultats démontrés par Morris dans | Mo 1 1 et | Mo2 1 pour ces séries. 

Notations 4. 1 . 1. Pour toute partie J de F A, on note Sj le tore 




où pour tout groupe algébrique H, on désigne par H° sa composante neutre. On pose 
également 

f Mj = Z g (Sj) et fNj =M u ( f Pj). 
Le groupe parabolique F Pj est alors le produit semi-direct de F Mj par F Nj. La restric- 
tion iduit un isomorphisme 

X*( f Pj)^X*( f Mj). 

Dans la suite, on posera 

Res 

aj = X*( F Mj) ® z C X*(Sj) ® z C 
et on notera M (resp. N, a, M , N Q , a ) pour F M 7 (resp. F N j, a j, f Mq, F iV , 
o ). 

Pour tout place p de F, on définit un morphisme 

H Pp : M(F p ) - a v 

par la relation 

V X eX*(M), VzeZ M (F p ), \x{z)\ ¥ =q {H ^ x) 

et H p : M(A F ) — > a v est défini comme la somme des morphisme H Pp . On étend H p 
en une application de G(A F ) dans a v de la manière suivante : 

VneN(A F ), Vm € M(A F ), Vfc e K, H p {nmc) = H p (c). 

Pour tout sous-groupe compact ouvert K' de K, on notera 'W (P, K') l'ensemble des 
fonctions continues 

V? : P(A F )\G(A F ) - C 
telles que (p soit X'-finie à droite (i.e. l'espace vectoriel engendré par les translatés de ip 
par les éléments de K' est de dimension finie). Si tp G ^ (P, if') et £ Sa, on définit 
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Définition 4.1.2. Si tp G (P, K') et Ç G a, la série d'Eisenstein associée à (p et £ est 
définie par 

1EP(F)\G(F) 

D'après un lemme de Godement |Mol §2.2.2, lemme, p. 118] cette série converge unifor- 
mément sur les sous-ensembles compacts de G(A F ) dés que Re(£ — p p ) appartient à C P 
où C P est la chambre de Weyl définie par 

Va G F A- F I, (A, a) > 0. 

On notera •) la fonction E^(l, £, ■). 

Proposition 4.1.1. La série définissant la fonction zêta des hauteurs Cvh( s ) coïncide 
avec celle définissant Ep(s — p p , e). 

Démonstration. Par[Bo proposition 20. 5], l'application ir : G (F) — > V^i* 1 ) est surjective. 
IL suffit donc de vérifier que pour tout élément g de G (F), on a 

ff K (x)Ws)) = ç <ffp(9)lX> - 

On écrit donc g = nmk avec n G N(A p ), m G M(A F ) et fc G K. Soit s une section de 
L x sur un voisinage ouvert U de 7r(g), non nulle en n(g) et correspondant à un élément s 
de r(G, ^(j). Par définition on a 

H K ( X )(n( g )) = n ii-(T(ff))ii P = n ww 1 - 

peM F peMp 
Mais par la formule du produit Ilpeju^ IHflOlp = 1 et donc 

( Il \x(m p n p )\ p ) Il l â ( fc P )l P = 1 - 
peM F peM F 

On en déduit les égalités 

H K ( X )(n(g))= I] |x(m p )| p = J] ç<"^'*> = ç<^*>. 

□ 

Corollaire 4.1.2. La fonction zêta des hauteurs Cv h k converge absolument dans le cône 
ouvert 

o 

Wy 1 + C eff (V r ) + iPicV®R 

ef s'étend en une fonction méromorphe sur C qui admet une expression rationnelle en des 
puissance de q. 

Démonstration. D'après IBoTill §12.12], on a 

(4.1.1) _ _ 

Va, a' G F A, a ^ a' / Wp, a*J > et ^ raTg, â'^ = 

Par conséquent le cône C P coïncide d'après ( 13.3. 1> avec le cône C eff (V). La première 
assertion résulte donc de |Mol lemma, p. 118] mentionné cité ci-dessus. La seconde es un 
résultat de Morris IMo2l §6.6, lemma, p. 1 164] □ 
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4.2. Ordre du pôle au sommet du cône. L'objectif de ce paragraphe est de montrer le 
résultat suivant : 

Proposition 4.2.1. Le lieu des singularités de la fonction Cv h k au voisinage du point 
s = ujy 1 coïncide avec la réunion es hyperplans 

(à, À — u>y ) = 

pour a G F A — F I, chacun de ces hyperplans intervenant avec une multiplicité au plus 
égale à un. 

Remarques 4.2.2. (i) Nous verrons plus loin que la multiplicité est en réalité exactement 
égale à un. 

(ii) Le fait que les singularités soient hyperplanes résulte de la proposition 14. 1 . 1 1 et de 
llMo2l §6.6, lemma, p. 1 164]. 

Comme dans |FMT §2] le principe de la démonstration est de considérer la fibration 

P Q \P - P Q \G - V, 

d'exprimer le terme constant des séries d'Eisenstein correspondant à P \P et P \G en ter- 
mes des opérateurs d'entrelacements. Comme dans Harder |Har p. 278] ou Morris |Mol 
§4.3.4], l'étude des singularités des séries d'Eisenstein se réduit alors à la description de 
celles des opérateurs d'entralecemant qui se déduisent des équations fonctionnelles et du 
cas de l'opérateur associé à une réflexion. 

Notations 4.2.1. Pour tout tp de ^"(Pq, K') et £ de a, la série d'Eisenstein partielle E F 
est définie par 

Ep {v,Ç,g)= t «+pp rtw) ■ 

7 eP„(F)\P(F) 

Pour tout w E pW représenté par un élément w' de JÏ G (S)(k), la fonction C(w, £)<p est 
définie par 

VgsG(A F ), C(w,Ç)<p(g)= J g^t"'"'^'^,) ^{w'^ng^n 

W 'N {A F ) W '-' L nN {A p )\N {A I ,) 

où pour tout groupe unipotent U sur F, la mesure de Haar sur U(A F ) est normalisée par 

/ du = 1. 

Ju(F)\U(A F ) 

On note également E£ o (Ç, g) =Eg(l,Ç, g) et c(w,Ç) = (C(w,Ç)l)(e).. 

Remarque 4.2.3. Par IMÔTI §2.4.8, theorem, p. 134] et llMÔTl §4.3.1, p. 167], on a les 
équations fonctionnelles 

(4.2.1) c(w 1 ,w 2 Ç)c(w 2 ,£,) = 0(^^2,0 
et 

(4.2.2) c(w,X)E%(w\,g) = E%(X,g). 
En outre, par définition, pour tout £' de a invariant par wona 

(4.2.3) c(w,Ç + O = c(w,0 

Lemme 4.2.4. Si w G F W, le lieu des singularités de la fonction c(w, •) au voisinage du 
point A = p p ^ est égale à la réunion des hyperplans 

(à,X- p Po ) 

où a décrit l'ensemble {a G | wa < 0}. La multiplicité de chacun de ces hyperplans 
est exactement égale à un. 
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Remarque 4.2.5. Dans le cas où G est un groupe de Chevalley, ce résultat découle immé- 
diatement de ceux de Harder |Har p. 278]. 



Démonstration. Comme dans [FMT, p. 429], si w — s a avec a G F A il résulte de J4.2.3i 
que l'hyperplan défini par 

(à, A - p Pg ) = 

contient le lieu singulier de c(s a , cdot) au voisinage de p P . Le fait que ce pôle soit au 



plus de multiplicité un résulte de |Mol §3.5.2, theorem(i)]. Pour montrer que c'est effec- 
tivement un pôle, il suffit d'écrire c(s , •) comme produit de facteurs locaux (cf. aussi la 
démonstration du théorème l4.3.1> . 
En général, on écrit 

avec a i G F A et q minimal. On pose 

10 • = s . . . s . 



Alors l'équation fonctionnelle ( 14.2. 1> fournit l'égalité 

c(w,X) =c(s ai ,w 1 X)...c(s otii ,X). 

Mais par I Bkil Ch. VI, §1.1.6, corollaire 2, p. 158], on a que wj 1 aj < et que {a G 
F $ + | wa < 0} coïncide avec l'ensemble {wj 1 , 1 ^ j ' ^ q}. Il résulte alors de [FMT 
§8, sublemma, p. 430] que 

{a jt w jPPo ) > (&j,P Po ) 
avec égalité uniquement si w~ 1 a- G F A. Comme dans |FMT|, on déduit alors du cas qui 
précède que c(s a , w--) est régulier au voisinage de p Pq sauf si wj 1 a j G F A auquel cas 
la singularité est contenu dans l'hyperplan 

(wT 1 a p X-p Po ) = 

qui est de multiplicité un. □ 

Fin de la démonstration de la proposition ^. 2. 1\ Il résulte de [Mol §4.3.4], que les singu- 
larités de E P (•, g) sont dominées par celles de c( F w A , •). le résultat est donc démontré 
dans le cas où P — P Q . Dans le cas général, pour tout £ de 

pp o + c Po +iX*(S)®n 

le terme constant de E p est donné, d'après la démonstration de [Mol §2.3.1, lemma, p. 
122], par la formule 

j E p Pn ^ng)dn= V c{w,0q {Hp ^ wi+2pp) 

J N (F)\N (A F ) w Un F W Fl 

En prenant les systèmes d'Eisenstein résiduels successifs (cf [Mol exemple 3.11.2, p. 
1 130-1 132]) on obtient pour tout £ de o la relation 

lim ( J] {â,\))E P ' o (\ + Ç + p Po ,g)=C pq ( H r(^rr) 

aëo- 1 - a£ F I 

où a = { A G X*(S) ® R | A| — 0} et la constante C P est définie par 
(4.2.4) C p = lim ( J] (â,X-p P ))c( F W Fl ,X). 

En sommant sur P(F)\G(F), on obtient 

lim ( J] (â, A}) E$ q (A + £ + p Po , g) = C P E${i + Pp , g) 

et l'assertion pour E p découle de celle pour E p et du fait que C P ^ 0. □ 
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Remarque 4.2.6. Il découle de la démonstration précédente que que 
lim( [] (à,t))E?(£ + p P) g)=C G /C P 

~* aeA - F I 

et donc par la proposition ^. 1.11 

(4.2.5) lim( S -l) r « PicV Cv,i ÎK ((«-lK 1 ) = ( Il (à-ÏPp)- 1 )^ 1 

4.3. Valeur de la constante. Par la remarque précédente, pour clore la démonstration, il 
suffit de comparer C G /C P et 0* H (V) ce qui redémontrera du même coup que C G /C P est 
une constante non nulle et que les multiplicités des hyperplans (â, Ç) =0 sont bien égales 
à un. 



Théorème 4.3.1. On a la relation 

c 



(4.3.1) ( I] (â,2p P ))^=9* H (V) 

Pour montrer ce résultat, il nous faut d'abord écrire l'opérateur d'entrelacement comme 
produit d'opérateurs locaux que nous allons maintenant définir. 

Notations 4.3.1. Pour toute place p de F, on note p S un tore scindé maximal de G F tel 
que 

p S p C p S C Pnp , 

p p p 

on note F P Q un sous-groupe parabolique minimal de G F tel que 

et F N son radical unipotent. Quitte à modifier le choix de certains des compacts K p , on 
peut supposer que 

G(F P )= Fp P (F p )K p . 

On note F <£> le système de F S dans G F et F A la base de F $ correspondant h F P Q . 

Si J est une partie de F A, od définit comme précédemment le sous groupe parabolique 
p *- 
F Pj, l'algèbre de Lie F tj, le C-espace vectoriel F cij, l'élément F Wj du groupe de 

Weyl le caractère p p et la fonction H p „ . On se donne en outre des bases des sous- 

espaces propres de F r pour l'action de F S de sorte que pour toute partie J de F A, 

l'isomorphisme de F-espaces vectoriels 

A d im ^( F r 7 ®F p )^F p 

induit par ces bases coïncide avec celui induit par les bases choisies sur F. 

Si U est un F p groupe unipotent de F P$ ou de son opposé, alors ces bases définissent 

un isomorphisme de variété de U sur A^ ro , ce qui permet de normaliser la mesure de 
Haarsur?7(F p ). 

Quitte à modifier à nouveau certains des K p , on peut fixer pour tout w de F W des 
représentants w appartenant à JY G (S)(F) n K. 

Définition 4.3.2. Pour tout A de F a , et tout w de F W, on considère 

F c p {w,X)= J cxp((H PgP (w 1 n),X + p Pg ))dn p 

[w F N(Fp)w~ 1 n F N(F p )]\ F N(Fp) 

Remarque 4.3.2. Le quotient C G /C P se met alors sous la forme 

C n 1 ,. TT ,v TT F c P (f w f A' X + PP ) 



^ 7^=^^vH n (à,x) n 



C p g(ff-l)dimV A ^ 1JL ^ 11 c ( w \ + p \ 
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Définition 4.3.3. Pour tout À de F a et tout w de F W se relevant en w' G K p 

c p (w,X)= J cxp({H^ PoP (w'^ 1 ,X + p^ P ))dn p 

KF p ^pK _1 n Fp iV(F p )]\ Fp ;v(F p ) 

Remarque 4.3.3. Casselman donne dans ICasI une expression explicite pour c p (w, A) en 
reliant F c p (w, A) à ce terme, on obtiendra une expression explicite pour ce dernier. 

Lemme 4.3.4. Le volume de la variété à la place p vérifie 

F c„(w A , p P ) 
u> p (V(F p ))= F ») p Pq' 

P P F c p{W Fl ,Pp o ) 

Démonstration. Ceci résulte immédiatement de la démonstration du lemme 6.2.7 dans 
llPëïl . □ 

Lemme 4.3.5. Avec les notations précédentes on a la relation 

f^{ F w f ^\ + Pp ) = c p (w FpA ,Res\ + p FpP ) 
f c p ( F w F n x + Pp ) c p(w FpJ ,ResA + P Fij p) 

où F I désigne la partie de F A correspondant à P F . 

Démonstration. Ce lemme se montre comme le lemme 6.2.8 de IPeQ. □ 
Notation 4.3.4. On note 

A p = E a e r\ F ^ a G Pic(V ) ^ X*(P ) F c a . 
Lemme 4.3.6. Le produit 

c p(n w Fp A.( g " 1 )ResA FP + p FpPo ) 

peMp c p ( F w Fl ,( S -l)Res\ F p + p Fp p o ) 

converge absolument au voisinage de s = 1. 

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme 6.2.12 de [Pel |, cela résulte de 
l'expression explicite donnée par Casselmann de c p (w, x). □ 

Lemme 4.3.7. La constante a*(V) est donnée par la formule 

U a e F A- F Aà,X P ) 

lLe F A- F i( a > 2 Pp) 

Démonstration. Ceci résulte immédiatement de la description de C eS (V) donnée par l'ex- 
pression ( 13.3. 1> et du fait, déjà indiqué en J4.1.U que la matrice de changement de base 
passant de (â) ae pA à la base duale de Caej— 1 (o) w p)ae F A est diagonale. □ 
Démonstration du théorème [4.3.1\ Par a formule ( 14.3.2t . on a 



J] i^Picy)- 1 



C G _ a eJ}- F i {a,XFPo) lim(g 1)rgPicy -q F c p (w FA , (s-l)\„ Pn +p„ Pn ) 



Cp q (g-l)dimV s ^ 11 c t w ( S -1U +p )' 

Pour tout p de M F , on note A„ (s) = L„ (s, Pic V) et le quotient C G /C P s'écrit 



5 (à,Kr ) 

a£ F A- F I 

lim 



(s-l)dimV g_>i 



(s - l) rgPicl/ L(s,PicF) 

1 fC p ( W F A'( S - 1 ) A F P +P F P ) 



n w 



peM F f^p 



c v ( w f i^ s - 1 ) X f p+P f pJ 
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par les lemmes l4.3.5l et lT.3.6l le produit du bas converge absolument au voisinage de 1 et 
le quotient C G /C P se met sous la forme 

ae }t F j fP °' gto-D — V p Ll F f c p (w fI , PfPo ) 

= n ^\ fPo )t Hk { V ) 

ae f A— F J 

ce qui conclut la démonstration. □ 
Je tiens à remercier Laure Blasco pour ses précieuses indications. 
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